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Proprietes Optiques des Phases 
Smectiques de  Type C 
N. ISAERT et J. BILLARD 

Laboratoire de Dynamique des Cristaux moleculairest. Universite des Sciences et 
Techniques de Lille, B.P. 36, F 59650 Villeneuve d‘Ascq. 

et 

Laboratoire de Physique de la Matiere condensbet, College de France, 
F 75321 Paris. Cedex 05. 

(Receioed Ortoher I I ,  1976) 

L’ktude des proprietes optiques des smectiques C est effectuee en considerant le modele suivant: 
les molecules sont assimilees a des cylindres de revolution; leur moment dipolaire permanent 
est suppose nul; leurs centres de gravite sont disposes sans ordre dans des plans paralleles; I’axe 
des molecules est incline sur ces plans; les fluctuations d’orientation des molecules sont aniso- 
tropes. Les indices de rifraction principaux, les directions de I’ellipsoi’de des indices et des axes 
optiques sont calcules. Les tenseurs des polarisabilitts et des permittivitts dielectriques ne sont 
pas diagonaux dans la mime base; la relation de Neugenbauer est encore valable dans ce cas. 
Le caractere biaxe des smectiques C a une origine statique. la disposition en couches de mole- 
cules inclinees, et une origine dynamique, I’anisotropie des fluctuations d’orientation. En pre- 
miere approximation, seul I’effet statique intervient pour I’orientation de I’ellipsoYde des indices; 
les effets statique et dynamique interviennent tous deux dans les expressions des indices et de 
I’angle entre les axes optiques. Des mesures de grandeurs observables permettent de contrder  
la validite des hypotheses. 

The study of the optical properties of the smectic C phases is performed using a simple model: 
the molecules are circular cylinders; the molecules have no permanent dipole; their centers of 
gravity have a without order arrangement in parallel planes; the molecular axis is tilted on these 
planes; the orientations’ fluctuations of the molecules are anisotropic. ’The principal refractive 
indices, the directions of the index ellipsoid and of the optical axes are calculated. The tensors of 
dielectric polarisabilities and permittivities have not the same principal axes; the Neugenbauer 
relation remains valid in this case. The biaxiality of the smectics C has a static origin: the dis- 
position in layers of tilted molecules, and a dynamic origin: the anisotropy of the fluctuations 
of the orientations. In first approximation, only the static eff‘ect acts on the orientation of the 
index ellipsoid; the principal indices and the angle between the two optical axes depend on the 
static and dynamic effects. Measurements of observables allow to check the validity of the 
hypothesis. 

t Equipes associees au C. N. R. S. 
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2 I 13601 

1 INTRODUCTION 

N .  ISAERT ET J. BILLARD 

Pour etudier simplement les proprietb optiques des phases smectiques C, un 
modele schematique est utilisk. I1 s’inspire des connaissances structurales 
a c t u e l l e ~ . ” ~ ’ ~ * ~  Les molecules sont assimilkes a des cylindres de rtvolutiont 
tous identiques de longueur I ,  tant pour la geometrie que du point de vue 
dielectrique; de plus le moment dipolaire permanent est suppost nul. 

Les centres de gravite des molecules sont supposCs Ctre situes tous rigou- 
reusement dans des plans paralleles et tquidistants. Leur distribution dans 
ces plans est sans ordre. La direction de I’axe des molecules est reptree par 
deux angles. Cette direction fait en moyenne un angle 8 avec la normale aux 
stratesf. 

2 TENSEUR DES POLARlSABlLlTES MOYENNES D’UNE 
MOLECULE 

2.1 Fluctuations de I‘orientation d e s  molecules 

Le plan xOy est parallele aux strates, Ox perpendiculaire a la direction moyenne 
de l’axe moleculaire. L’orientation d’une molecule est reperee par I’angle @ 
de son directeur i avec le plan XOZ et par I’angle 8 + 60 que fait avec Oz la 
projection de i? dans le plan yOz. Le repbe O<q[ est dlduit de Oxyz par rotation 
de 5 autour de l’axe Ox (Figure 1 ). 

Soit fe(J/,60)dJ/df68) la probabilitk pour que le directeur soit dans ie 
domaine dtfini par [@, @ + d @ ;  68,68 + d(68)l. Cette fonction, ainsi que 
toute valeur moyenne (G) d’une grandeur G,  depend parametriquement de 
I’angle 8, lui mCme fonction de la temperature du corps considere. 

Le plan yOz est un plan de symetrie statistique,fest donc une fonction paire 
de @: 

(2.1 ) h(@, 66) = fe(- @, 68) 

t En effet I’hypothtse de libre rotation autour du directeur n’est pas incompatible avec les 
mesures de diffusion de neutrons par la phase smectique C du Terephtal-bis-(4-n-b~tylaniline).~ 

$ Ce modele est plus simpliste que celui de Luckhurst’ qui fait intervenir deux angles d’inclin- 
aison : le premierest I’angled’inclinaison deschaines paraffiniques, I’autreest I’angled’inclinaison 
de la partie centrale de la molecule. Cette possibilite structurale pourrait &tre etudiee par la 
mesure du dichroi’sme rectiligne de deux sortes de solutions dans le smectique C:  

I )  du corps correspondant a la partie centrale de la molecule, 
2) d’une s o d e  dichroi’que semblable aux chaines paraffiniques. 
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PHASES SMECTIQUES DE TYPE C’ 

FIGURE 1 .4xes choisis et position du directeur n‘ par rapport a son orientation moyenne O<. 

2.2 

Avec les hypotheses simplificatrices, une molecule admet seulement deux 
polarisabilites principales all et aL. Le moment dipolaire d’une moltcule de 
de directeur fi( I), 60) excitee par un champ electrique ,!?’ est &gal a:  

Tenseur des polarisabilites moyennes d’une molecule 

ou (R) est la matrice de changement de base qui permet d’exprimer le tenseur 
des polarisabilites de la molecule dans le repire O{qc. 

Si un domaine de dimensions grandes par rapport a celles des molecules 
et petites par rapport aux longueurs d’onde de la lumiere visible est considere 
comme un systeme macroscopique, le moment dipolaire moltculaire moyen 
est : 

(0) = ((Rj-’(a)(R)),? = (A$’ 

Du fait de la symetrie exprimee par la relation (2.1 j, le tenseur (A) a quatre 
composantes nulles et est re1 que: 

a1 + (q, - ad 
(sin2 I(/) 

a1 + (all - a J  
(cos‘ II/ sin’ SO) (sin 

(sin2 I) sin’ 66’ 
-sin2 II/ - sin2 SO) (sin 68 cos 66’ COS’ II/> 

D
ow

nl
oa

de
d 

by
 [

T
om

sk
 S

ta
te

 U
ni

ve
rs

ity
 o

f 
C

on
tr

ol
 S

ys
te

m
s 

an
d 

R
ad

io
] 

at
 0

5:
34

 2
3 

Fe
br

ua
ry

 2
01

3 



4 1 W I  N.  ISAERT ET J .  BILLARD 

Si la probabilitt d’un ecart important a I’orientation moyenne est faible. le 
dtveloppement du tenseur (A) peut Stre limit6 au deuxieme ordre en II/ et 
68 ce qui conduit au tenseur diagonal suivant: 

avec : 

2.3 

Pour un corps qui possede des mesophases smectiques C et A skparees par 
une transition de second ordre,’ le modkle de la phase smectique A cor- 
respondant au modele precedent s’obtient en faisant O = 0. Cette mesophase 
est statistiquement invariante dans toute rotation autour de la normale aux 
strates, ce qui entraine I’kgalitC des ecarts quadratiques moyens : 

Cas d‘une transition S, * S, de deuxieme ordre 

( * * > S A  = (Se”>,, 

Cette grandeur est fonction de la temperature de la phase smectique A. Elle 
prend a la temperature T,  de la transition la valeur ($;) qui, par continuite 
entre les phases A et C ,  est telle que: 

(2.4) (@I3 = ( @ ’ ( W s *  = (*’@ = f4hc = (he2(@ = ot>s,. 

Dautre part, dans la phase smectique C ,  les valeurs moyennes ( @’(O)) 
et (SO2(0 ) )  sont invariantes dans une rotation de n du milieu (ou de -n  du 
repere) autour de Oz. Une telle rotation change 8 en -8; ( 1 1 / 2 )  et (SO’) sont 
donc des fonctions paires de 0; leurs dtveloppements limites au second ordre 
sont : 

(2.5) 
( @ 2 >  = (II/6)(1 + b10’) 
(se2) = (II/;)(I + b,02); 

et le tenseur des polarisabilitb moyennes est : 

a,(l + b;02)  (2.6) 
a,(l + b;02)  

(A) = 
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PHASES SMECTIQUES DE TYPE C 

avec: 

(ao et a, sont les polarisabilitks moyennes a la transition), 

et 

3 TENSEUR DES PERMITTIVITES DIELECTRIQUES 

3.1 Relations generales 

Si N est le nombre de molecules par unite de volume et l?'(?, t )  le champ 
electrique agissant sur une molecule M situee en i a I'instant I ,  le moment 
dipolaire moyen par unite de volume est : 

P(;, t )  = ~ ( f i ( i ,  t ) )  = N(A$(?, I). (3.1) 

Ce moment dipolaire est relie au champ tlectrique macroscopique par le 
tenseur des permittivitks dielectriques ( E ) :  

P = [ ( E )  - ( E O ) ] E .  ( 3 .2 )  
Soit une sphere don1 le centre est le centre de gravite de la molkcule M et 

dont le rayon p est tres petit par rapport a la longueur d'onde Lo du rayonne- 
rnent et trks grand par rapport a la plus grande des dimensions des molecules. 
Le champ ,?(7., t )  agissant sur la molecule M ,  est la somme du champ 
E' + P/3c0 cree par I'onde incidente et les molecules exterieures a la sphere 
et du champ dii a tous les dipoles intkrieurs a la sphere,8 soit, en omettant le 
facteur exp(jwt): 

La sommation porte sur les molecules interieures a la sphere de rayon trts 
petit par rapport a la longueur d'onde d'ou, en developpant le double rota- 
tionnel: 

(3.4) 
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N. ISAERT ET J .  BILLARD 

ou Ri = I T  - F i I  et Ria = ra - ria 
L'klimination de f? et de P a I'aide de (3.1) et (3.2) donne finalement: 

1 
N 

( ~ 0 ) I - l  = - (A)- '  - (3.5) 

ou 

Des symetries de (A) et (T) resulte la symetrie de (E). 

Enfin, si la permeabilitt magnktique du milieu est supposee egale a celle 
du vide, l'egalitk des traces de chaque membre de la relation (3.5) (la trace de 
(T) est nulle) fournit la relation qui lie les indices de refraction pricipaux et les 
polarisabilitts principales: 

1 N 3 n f + 2  
3c0 j = l  n j  - I '  

x - = - c -  2 
i = l  cli 

(3.7) 

Cette relation, demontree par Neugenbauer' et utilisee par Subramhanyan 
et Krishnamurti" dans le cas oh les tenseurs (A) et (E) se diagonalisent dans la 
m&me base est donc valable mCme si les directions propres de (A) et de (E) ne 
sont pas confondues. 

3.2 

Soit 2a la distance moyenne entre une molecule et sa plus proche voisine. La 
distance d entre deux couches de molecules est supposee egale a 1 cos 6. 

La sommation est egectuee sur toutes les molecules autres que M ,  et 
interieures a la sphere par integration dam Erentes couches ou la 
densite de dipoles par unite de surface est N d .  1 iaines d'inttgration sont 
des cercles donnes par la Figure 2. Dans la COUChe de la molecule M I ,  i l  faut 
exclure du cercle d'integration une petite ellipse d'axes a et a/cos 0 qui est 
I'intersection de ce plan avec le cylindre de rayon a, inclink d'un angle 6, 
schematisant la molecule moyenne M l . t  

Indices et  axes principaux des smectiques C. 

t La fonction de distribution est ici supposee nulle pour une distance inferieure a u et egale a 
I'uniti pour une distance superieure. Un calcul plus correct devrait prendre en compte la fonc- 
tion de distribution reelle." 
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PHASES SMECTIQUES DE TYPE C 

FIGURE 2 Les domaines d’integration. 

Le tenseur (T) ainsi calcule est fonction des parametres I ,  a et 8 ;  il a dans le 
repere Oxyz la forme diagonale; 

OU 

4v + 1 (2v  - I)!! 
sin2” 8 ~. __-- 

( v  + 1 ) ( 2 v  - 3)  [ (2v)!! ] ] 
H = - 1  + - - - c o s 0  1 + - s i n 2 0 .  

4a { h  
(2v  - l)!! 

(2v)!! 
[ ] sin’” 81. 

2 v  - 1 
(v  + 1) (2v  - 3)  

+-- 
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8 I [3661 N. ISAERT ET J. BILLARD 

La relation (3.6) conduit enfin au tenseur (E) qui, dans le repere Oxyz, est egal a:  

avec 

(3.9) 

[(2 - ~ ) ( a ,  cos2 8 + clj sin2 8) - (1  - G - H ) ( a 2  sin’ 8 
X 

N 2  
9 4  

+ a3 cos2 e)] - - (2 - ~ ) ( i  - G - ~ ) a 2 a 3  

[ (2 + G + H)(a2  sin2 8 + a3 cos2 0) - ( 1  + H ) ( C ( ~  cos2 0 
X 

N 2  + m 3  sin2 O ) ]  - - ( I  + H ) ( 2  + G + H)a2a3 
9 4  

N 
X 

~ 2 3  = - (a, - a3)sin 8 cos 8, 

X = 1 - - [(l + N ) ( a 2  cos2 6 + x 3  sin2 8) + ( I  - G - H ) ( a 2  sin2 0 N 
3c, 

N 2  + a3 cos2 8)] + T ( 1  + H)(1 - G - H)a,a,. 
~ E o  

Le tenseur ( E )  etant symetrique, ses trois directions propres sont orthogo- 
nales. La premiere est Ox et l’indice de rtfraction correspondant est : 

n,=( I + (2 - C) i:’ 
1 - -(1  + G) 

(3.10) 

Les deux autres directions principales sont dans le plan yOz el font avec Oz 
un angle cjk  tel que: 

Na a 
-(a3 - a2)c0s28 + - (G + 2 H )  + ( -  l ) ( l + k ) Y  

(a3 - a2)sin 28 
3 E O  

tg4, = 
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PHASES SMECTIQUES DE TYPE C W71 I 9 

ou 

(a, - a2)sin 20 
Na a 

(3.1 1) t Q A  = 
(a3 - a2)c0s2O - __ (G + 2H) + (-1)"+k'Y 

3co 

pour k = 2,3, 
avec 

Les indices de refraction correspondants sont egaux a:  

+ ( a 2  sin' 0 + a, cos2 H )  - + G + H G >I 
G H  

- __- N;;n3 "1 -' G - H ) (  1 - ;) + ( 1  + H I (  1 + 7- + I) 

(3.12) 

Les trois indices principaux sont distincts, ce qui rend bien compte du ca- 
ractere biaxe des smectiques C. 

4 DEVELOPPEMENTS LlMlTES 

Le developpement limite au deuxiime ordre en 0. 
mene aux caracteristiques optiques suivantes: 

((60*))"' 

les indices principaux sont tels que: 
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10 / [368] 

avec : 

N. ISAERT ET J .  BILLARD 

I I i  = Cg 

~ 91 - Ul - 3 [ull( I - &) - 4 2  - 31 
1 6a CO 

a2 = (%) 
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PHASES SMECTIQUES DE TYPE C [369] 1 1 1  

nil est suppose superieur a n, et les quantitks (P) ,  ( t , b 2 ) ,  (68’) sont 
supposees suffisamment faibles pour que n3 soit I’indice le plus eleve. 

Dans ce cas, la direction principale relative a n , ,  qui est la direction du 
grand axe de I’ellipsoide des indices, ou encore la bissectrice de I’angle entre 
les axes optiques, fait avec la normale aux couches I’angle 4, qui, au deuxieme 
ordre en 8, est egal a : 

0 = K , B  (4.4) a3 - a2 
N 

E O  

4 3  = 
a3 - a2 + - , , , , (I  - ;:) 

En negligeant les termes du troisieme ordre ( t,b2)0 et (602)8 ,  cette expression 
devient : 

La constante K z  est positive et differente de I’unite si: 

nll > n ,  et all > a,; 

le grand axe de I’ellipsoide des indices ne coincide pas avec la direction 
moyenne des molecules. 

Quant aux directions des axes optiques, deux cas peuvent se produire: 
-le plan des axes optiques est parallele a yOz si: 

n 2  < n, < n 3 .  
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12 / (3701 N .  ISAERT ET J .  BILLARD 

L’angle 2V entre les axes optiques est alors tel que: 

- le plan des axes optiques est perpendiculaire a yOz si : 

n, < n, < n 3 .  

L’angle V est alors egal a :  

‘v 

Les developpements effectues ci-dessus mettent en evidence deux 

-La premiere a une origine statique: 

contributions au caractere biaxe des smectiques C. 

les termes a,, a, et u3 proviennent de I’evolution avec la temperature 
des caractkristiques geometriques moyennes: I’angle 6 intervient ainsi par la 
distance entre plans (d = I cos o), par le grand axe (alcos 6) de l’ellipse 
exclue du plan origine (Figure 2) et par I’angle 8 que font avec Oy et Oz les 
directions propres 09 et OY du tenseur des polarisabilites moyennes. 

-La seconde a une origine dynamique: 

l’anisotropie des fluctuations d’orientation qui fait que les quantites 
(I) ’) et (Se2) sont differentes. 

Le milieu est donc biaxe meme si I’anisotropie des fluctuations est negligee; 
dans une telle hypothese, le caractere biaxe resulterait de la prise en compte, 
dans le calcul de la matrice ( E )  (formule 3.6) de deux matrices uniaxes d’axes 
principaux differents: 

(T) pour laquelle I’axe de symetrie est Oz, et 

(A) pour laquelle I’axe de symktrie est OY. 

Seul I’effet statique intervient dans l’orientation de I’ellipsoide des indices 
et donc de la direction de la bissectrice de I’angle que forment les axes 
optiques. 

Par contre, les effets statique et dynamique interviennent tous deux dans 
les valeurs des indices et de I’angle entre les axes optiques. 
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PHASES SMECTIQUES DE TYPE C 13711 / 13 

5 ETUDE DES PROPRIETES OPTIQUES PRES D‘UNE 
TRANSITION S, =+ S, 

Pour les phases smectiques A, leur symktrie (92.3) conduit a la forme 
suivante du tenseur (E): 

avec 

c 3  = cv 

qui donne, a la temperature de transition Tc les indices principaux ordinaire 
et extraordinaire suivants: 

En general, les phases smectiques A sont uniaxes positives (n,, > no).’2 Ceci 
entraine I’inegalite: 

(5.3) 

Pour le smectique C, dans une zone suffisamment proche de la transition, 
I’indice n3  est, par continuite avec le smectique A, l’indice le plus grand. La 
bissectrice de l’angle aigu des axes optiques est donc la direction principale 
relative a n 3 .  Cette direction fait avec I’axe Oz un angle 43 qui, dans un 
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FIGURE 3 Deux monodomaines smectiques C juxtaposes; mesure directe de fJ - $z  

Dans le cas d’une transition du second ordre SA % S,, la mCme demarche 
peut evidemment Ctre utilisee. 11 est cependant possible de la modifier comme 
suit: all et a1 sont determines comme ci-dessus. 1 et a sont mesures a la 
transition S, %Sc .  

La mesure des indices.no et n, a la transition S ,  + Sc fournit, par les 
relations (5.1) et (5.2), les polarisabilitts moyennes a la transition a,, et a,, 
qui conduisent par (2.6) au parametre d’alignement a la transition (I):). 

La mesure, a une temperature determinee, de I’angle d’inclinaison de la 
bissectrice des axes optiques +3 (5.4) permet de calculer I’angle d’inclinaison 
8 des molkules dam le smectique C. 

La mesure de I’angle entre les axes optiques permet de dkduire de (5.8) la 
quantitt bl - h, .  

La mesure des indices principaux fournit les quantites b,,  b,, et b ,  + b,. 
Les deux parametres d’alignement peuvent alors 2tre determines. 

Prlrs d‘une transition SA $ Sc du second ordre, de telles mesures 
permettent d’acctder aux variations des paramlrtres d’alignement avec 
I’angle d’inclinaison B donc avec la tempdrature. 

Pour contrbler ces prtcisions, il est possible de verifier si la valeur du 
rapport V/O est, dans la limite d’angles d’inclinaison faibles, independante 
de la temperature. 

11 est donc possible de verifier experimentalement certaines des relations 
proposees et de contr6ler le bien fonde des approximations. 
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7 AMELIORATIONS POSSIBLES D U  MODELE 

Le calcul expose ici suppose que les oscillations des molecules sont 
independantes: les correlations entre les orientations sont negligees. Afin 
d’avoir un modele plus correct, il faudrait en tenir compte. Le calcul est 
cvmplexe ; il peut cependant Etre effectue simplement dans I’hypothtse ou, 
dans un domaine de dimensions grandes devant p ,  les molkcules sont quasi 
paralleles. Les resultats ont alors la m&me forme que prkckdemment, les 
coefficients B ,  et B3 qui interviennent dans les expressions des indices et de 
I’angle que font les axes optiques entre eux deviennent: 

La prise en compte des correlations d’orientation peut Etre necessaire dans 
I’exploitation de mesures expkrimentales; par contre, elle ne c$ange en 
rien I’analyse des origines statique et dynamique du caractere biaxe des 
smectiques C. 

8 CONCLUSION 

Le modtle moleculaire simple considerk ici rend compte du caractere 
biaxe des smectiques C .  I1 lui attribue deux origines: I’une, statique, la 
structure lamellaire et I’inclinaison des molecules par rapport a ces strates; 
I’autre, dynamique, I’anisotropie des fluctuations d’orientation des molecules. 

Du modele se deduisent des relations d’une part entre les positions des 
axes principaux dielectriques et des parametres structuraux statiques et, 
d’autre part, les indices de refraction (et I’angle que font les axes optiques 
entre eux) et les caracteristiques statiques et dynamiques de la structure. 

Apres determination des polarisabilites moleculaires principlaes, les 
deux degres d’ordre d’alignement des molecules peuvent Etre deduits de 
grandeurs observables par les techniques de I’optique. 
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